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Rezumat: În această lucrare este prezentată o nouă tehnică de filtrare în LES 
ce are o acurateţe mai mare în aproximare decât metoda de filtrare cu filtri 
diferenţiali prezentată în [9]. Această metodă poate fi utilizată împreună cu metoda 
de deconvoluţie aproximativă, ADM prezentată în [1, 2], pentru îmbunătăţirea 
modelelor Stolz-Adams pentru fluide turbulente. Derivarea matematică a noilor 
modele este deasemenea prezentată. 
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1. FLUIDE TURBULENTE 
 

Necesitatea unei simulari numerice de fluide turbulente cu scopul de a 
extrage informaţii utile apare în aplicaţii industriale (estimarea poluării rezultate în 
urma unor procese industriale, estimarea schimbărilor climaterice) [8], precum şi în 
domenii de cercetare, ca de pildă medicina, în probleme de design optimal de inimi 
şi rinichi artificiali [4], [11]. 

Mişcarea fluidelor turbulente este descrisă în mod exact de ecuaţiile Navier-
Stokes, care sunt derivate din legile de conservare a masei şi momentului 
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unde  este viteza fluidului, p este presiunea fluidului şi este forta exterioară ce 
acţioneaza asupra fluidului. 

u f



Caracterul turbulent al fluidului este dat din punct de vedere matematic de 
numărul Reynolds-Re al fluidului, care este definit ca /ν=Re ,lv  unde l este o 
lungime caracteristică, v este o viteză caracteristică, ν  este vâscositatea cinematică 
a fluidului. 

Rezolvare analitică a ecuaţiilor (1) nu este posibilă decât în cazuri foarte 
simple, ce exclud extrapolarea metodelor folosite la cazuri practice. Prin urmare 
este necesară utilizarea de metode numerice pentru obţinerea unei aproximări a 
fluidului. Rezolvarea directă a acestor ecuaţii folosind metode standard (diferenţe 
finite, elemente finite), metoda numită DNS (simulare numerică directă) nu este 
practică, doarece va duce la timpi de executare a programelor bazate pe aceste 
metode de ordinul lunilor sau chiar anilor pentru fluide foarte turbulente. Acest 
lucru este inacceptabil dacă se doresc rezultate foarte rapide (de pildă în estimarea 
schimbarilor climaterice pe termen scurt). 

Costurile computaţionale pentru DNS apar datorită varietăţilor mari de 
structuri pe care un fluid turbulent le posedă. Aşa cum a fost menţionat mai sus, 
ecuaţiile Navier-Stokes vor descrie toate aceste structuri (unele de mărime foarte 
mică) de unde necesitatea de a coborî rezoluţia calculului numeric pe reţea foarte 
fină, de unde costurile computaţionale ridicate. 

Teoria K41 a lui Kolmogorov [12], în ce priveşte fluidele turbulente 
izotropice şi omogene afirmă că structurile turbulente persistente dintr-un fluid 
turbulent sunt create în interiorul fluidului până la o scala minimală de mărime 

( )3/ 4−

h
3/ 4Re−

510= ⋅

710= ⋅

ReO . 

Aceasta înseamnă că pe cubul unitate mărimea reţelei necesare pentru 
captarea mişcării acestor stucturi trebuie să fie egală cu  ceea ce duce la 

noduri pe reţea. Dacă  (cum se întâlneşte în cazurile practice 
prezentate mai jos), atunci , mult prea multe grade de libertate, chiar 
pentru calculatoarele din vremurile noastre [15]. Prezentăm mai jos, vezi [15], 
câteva numere Reynolds, în câteva fluide turbulente: 

3/ 4Re−≈

N ≈ 6Re 10≈
13.510N ≈

pentru curenţi de aer în jurul maşinilor, viteza caracteristică 3m/s) 
,Re 6  

pentru curenţi de aer în jurul avioanelor, viteza caracteristică 3m/s) 
,Re 2  

pentru curenţi atmosferici 20Re 10= .
 

 
 
(2) 

O altă problemă în simularea numerică a ecuaţiilor (1) apare la specificarea 
valorilor pe frontieră ale fluidului ce este calculat. Erorile de măsurare a valorilor 
vitezei fluidului pe frontieră pot conduce la erori mai mari în aproximarea vitezei 
fluidului în interior, mai ales în cazul fluidelor al căror caracter turbulent este 
determinat de interacţiunea cu frontierele (fluide în conducte, fluide ce întâlnesc 
obstacole) [3].  
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De asemenea, teoria matematică a ecuaţiilor (1) conţine multe puncte 
esenţiale neelucidate încă. De pildă, în 3d nu se ştie dacă soluţia slabă a ecuaţiilor 
(1) este unică sau nu. 

Uitându-ne la modul în care fumul dintr-o ţigară se amestecă cu aerul, la apa 
unui râu învolburat, sau la praful ridicat în aer în condiţii de vânt puternic ne putem 
da seama de caracterul aleator al vitezei unui fluid turbulent, de unde 
imposibilitatea ca în practică el să fie descris ca o funcţie netedă de spaţiu şi timp. 
Cu toate acestea este unanim acceptat de către comunitatea ştiintifică din acest 
domeniu că un fluid turbulent are valori medii în funcţie de spaţiu şi timp bine 
definite, cu caracter determinist, [16], [10]. De aceea apare ca natural faptul că în 
ultimul timp se preferă un calcul numeric al acestuia, aşa-numit fluid medie decât a 
fluidului însuşi, cu atât mai mult cu cât valorile de pe frontieră, la fel ca şi 
condiţiile iniţiale sunt şi ele mai bine aproximate în medie, evitându-se astfel 
erorile inerente din măsuratorile făcute. 
 

 
2. SIMULAREA STRUCTURILOR MARI DINTR-UN FLUID 

TURBULENT (LARGE EDDY SIMULATION - LES) 
 

În lumina idelor expuse anterior trebuie găsit un model matematic pentru 
media fluidului. 

Modelele LES încearcă să descrie fluidul medie unde această medie este 
înţeleasă numai ca o medie spaţială a fluidului real. 

Derivarea aproape tuturor modelelor LES clasice (ADM, Rational LES, 
Smagorinsky, Leray-a) începe prin aplicarea unui operator de medie (de cele mai 
multe ori un operator de convoluţie) ecuaţiilor (1) şi comutarea acestui operator cu 
derivatele care apar în (1). În urma aplicării acestei proceduri se va obţine aşa 
numita medie a ecuaţiilor Navier-Stokes într-un domeniu mărginit 

 

( )T
t p Aδν+∇ − Δ +∇ = +u uu u f , 

0∇ =u ,

 

(3)

unde
( ) ( ) ( ) ( )A x g x s p n s dsδ

∂Ω

⎡ ⎤= − ∇ −⎣ ⎦∫ u I  (4)

este eroarea de comutaţie şi u  este fluidul medie (adică media vitezei fluidului) ce 
urmează a fi calculată. 

Din punct de vedere matematic, operatorul de medie va elimina structurile 
din fluid mai mici decât raza δ  a fluidului şi va capta numai structurile mai mari 
decât  pe care dorim să le calculăm. 

Se mai pot utiliza şi alţi operatori de medie însă în esenţă ecuaţiile ce rezultă 
sunt aceleaşi. 
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Problemele esenţiale în LES sunt: 
• Care este cel mai bun filtru? 

De obicei media u a vitezei u  a fluidului e dată de convoluţia gδ= ∗u u , unde gδ  
este un filtru cu raza 0δ > ,

( )
2

2 2

6/ 2 x

2
6x

d

g e δ
δ δ π

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
, 

 este norma euclidiană a lui  , iar dx∈\unde  2i δ este o scală aleasă de utilizator 
în funcţie de capacităţile computaţionale existente şi de rezoluţia ce se doreşte a fi 
obţinută [6].  
 O altă metodă de definire a fluidului medie este prin filtrare cu un filtru 
diferenţial, aşa cum e descris de Germano în [9]. În domeniul mărginit Ω  dându-se 
o scală 0δ > ( ) şi o funcţie xu , o medie u a lui u, poate fi definită ca fiind soluţia 
problemei cu condiţii la limită: 

2δ− Δ + =u u u , înΩ   
=u u , pe ∂Ω .

 

(5)

Pentru a studia alţi filtri folsiţi în LES se poate consulta Aldama [3]. 
Filtri diferiţi conduc la probleme diferite în analizarea modelului matematic 

pentru u . De pildă, dacă este folosit filtrul gaussian, atunci apare problema 
specificării de condiţii pe frontieră pentru u , precum şi problema modelării erorii 
de comutaţie [6]. 

În cazul modelelor Stolz-Adams (sau ADM, de la aproximate  deconvolution 
method) prezentate prima oara de Stolz si Adams, [1, 2], aceste probleme au fost 
evitate prin folosirea filtrului diferenţial (5). Proprietăţile matematice ale acestor 
modele au fost investigate în [13, 5], unde au fost demostrate existenţa, unicitatea, 
precum şi teoreme de regularitate ale soluţiei slabe ale acestor modele. S-a 
demostrat, deasemenea că u w−  converge către 0 în condiţii minimale de 

regularitate a fluidului, adică ( )( )2 40, ,u L T L∇ ∈ Ω  

Totuşi, în condiţiile de regularitate enunţate anterior se poate arăta numai că 

( )( )2
0

L L
u u

∞ Ω
− → .  

(6) 
Aceasta conduce la întrebarea: cât de bine aproximează media produsă de filtrul 
diferenţial media reală a fluidului ce se doreşte a fi calculată? Răspunsul este că cel 
puţin în câteva cazuri 1-d această aproximare nu este bună. În cele ce urmează este 
prezentată o nouă metodă de filtrare ce produce aproximări mai bune ale mediei 
exacte a unei funcţii date. Fie filtrul diferenţial (5). Noul filtru este definit prin 

 i.e 2G−: 2H G=
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2Hu u u= −  (7) 
În cele ce urmează vom face o comparaţie între cei doi filtri într-un caz simplu 

1-d. 
Alegem ( ) ( )1 0.01sin 40u x x xπ= − + pe [0,1], deci media exactă a lui u pe 

scala > 0.05 este ( )1x x− . Vom alege 0.2,0.15,0.1δ = şi apoi vom calcula Gu şi 
H u  rezolvând de două ori problema cu condiţii la limită (5) cu metoda diferenţelor 
finite, cu . Rezultatele sunt prezentate grafic în figura (1) unde se vede 
pe acest caz simplu superioritatea calculării mediei cu H faţă de G. 

0.xΔ = 001

 

 
Figura 1. Media lui u (linia solidă), media Gu (linia întreruptă) şi media Hu (puncte) pentru 
δ  =(de la stânga la dreapta) 0.2, 0.15, 0.1. Pe ultima  figură, linia solidă se suprapune 
punctelor. 

•Cum se modelează Tuu  în funcţie de u ? O altă problemă ce apare în LES 

este aceea a închiderii ecuaţiilor (3) prin modelarea termenului neliniar Tuu  în 
funcţie de u . În anumite modele LES (modelul Smagorinsky) această problemă 
este rezolvată pe baza unor ipoteze de natura fizică (se adaugă vâscozitatea 
artificială modelată numai de u ) ,  în altele (modelul Rational LES, [7] şi modelele 
de deconvoluţie Stolz-Adams, [5, 1, 2, 14]) problema închiderii ecuaţiilor (3) a fost 

rezolvată prin găsirea unei aproximări matematice a termenului Tuu   în funcţie de 
un termen ce conţine numai u  . 

 Modelarea matematică optimală a termenului neliniar Tuu ar trebui să ducă la 
un model, ce admite o soluţie, care este unică şi pentru care eroarea de modelare 

0→ 0u w− când δ → , unde w este soluţia exactă a modelului LES, iar u  este 

media fluidului. 
 În opinia noastră, singurul model LES care are aceste proprietăţi este modelul 
Stolz-Adams analizat în [14, 5], care este derivat cu ajutorul metodei de 
deconvoluţie aproximativă (ADM), [1, 2]). Se propune utilizarea procedurii de 
filtrare prezentată anterior în (7) ca operator de medie şi ADM ca metodă de 
modelare a termenului neliniar pentru a îmbunatăţii modelele Stolz-Adams din 
punctul de vedere al ratei de convergenţă, după cum a fost explicat în (6). 
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 Filtrul definit în (7) este aplicat ecuaţiilor (1) şi se obţin ecuaţiile de medie 



  în ( )( )T
tH H Hq Hν− Δ ⋅ ∇ + ∇ =u uu f Ω . (8) ( )0,T ×

Folosind acum ADM pentru a modela fenomenul şi înlocuind u în termenul 
neliniar de mai sus se obţine 

  ( )( )T
t H Hq Hν− Δ + ∇ ∇ + ∇ =ww fw w  în ( )0,T ×Ω

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 

10. 
11. 

. (9) 

 
 Într-o publicaţie următoare autorul intenţionează să investigheze proprietăţile 
matematice ale acestui model, precum existenţa, unicitatea, regularitatea soluţiei 
slabe şi estimări riguroase ale erorii de modelare. 
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Abstract: This paper presents a new LES technique having a better approximation 

accuracy than the Differential Filters Method described in [9]. The present method can be 
used jointly with ADM [1, 2] to improve the Stolz-Adams’ methods for turbulent flows. 

 
 


