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Rezumat: In aceasta lucrare este prezentati o noud tehnica de filtrare in LES
ce are o acuratete mai mare In aproximare decat metoda de filtrare cu filtri
diferentiali prezentatd in [9]. Aceastd metoda poate fi utilizatd Impreund cu metoda
de deconvolutie aproximativd, ADM prezentatd in [1, 2], pentru imbunatatirea
modelelor Stolz-Adams pentru fluide turbulente. Derivarea matematicd a noilor
modele este deasemenea prezentata.

Cuvinte cheie: LES (large eddy simulation), FEM (finite element methods),
ADM (approximate deconvolution methods).

AMS classification: 76 A60

1. FLUIDE TURBULENTE

Necesitatea unei simulari numerice de fluide turbulente cu scopul de a
extrage informatii utile apare in aplicatii industriale (estimarea poludrii rezultate in
urma unor procese industriale, estimarea schimbarilor climaterice) [8], precum si in
domenii de cercetare, ca de pilda medicina, in probleme de design optimal de inimi
si rinichi artificiali [4], [11].

Miscarea fluidelor turbulente este descrisa in mod exact de ecuatiile Navier-
Stokes, care sunt derivate din legile de conservare a masei si momentului

u,+V(uu' ) vAu+Vp=1 in (0,T)xQ,
Vu=0in (0,T)xQ, ()

ll|t:0 :uO in Q,

[pdx=0n (0.T),
Q

unde u este viteza fluidului, p este presiunea fluidului si f este forta exterioara ce
actioneaza asupra fluidului.
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Caracterul turbulent al fluidului este dat din punct de vedere matematic de
numarul Reynolds-Re al fluidului, care este definit ca Re=1v/v, unde 1 este o
lungime caracteristicd, v este o viteza caracteristicd, v este vascositatea cinematica
a fluidului.

Rezolvare analitica a ecuatiilor (1) nu este posibild decat In cazuri foarte
simple, ce exclud extrapolarea metodelor folosite la cazuri practice. Prin urmare
este necesara utilizarea de metode numerice pentru obtinerea unei aproximari a
fluidului. Rezolvarea directa a acestor ecuatii folosind metode standard (diferente
finite, elemente finite), metoda numitda DNS (simulare numerica directd) nu este
practica, doarece va duce la timpi de executare a programelor bazate pe aceste
metode de ordinul lunilor sau chiar anilor pentru fluide foarte turbulente. Acest
lucru este inacceptabil daca se doresc rezultate foarte rapide (de pilda in estimarea
schimbarilor climaterice pe termen scurt).

Costurile computationale pentru DNS apar datoritd varietatilor mari de
structuri pe care un fluid turbulent le poseda. Asa cum a fost mentionat mai sus,
ecuatiile Navier-Stokes vor descrie toate aceste structuri (unele de marime foarte
micd) de unde necesitatea de a cobori rezolutia calculului numeric pe retea foarte
find, de unde costurile computationale ridicate.

Teoria K41 a Iui Kolmogorov [12], in ce priveste fluidele turbulente
izotropice §i omogene afirma ca structurile turbulente persistente dintr-un fluid
turbulent sunt create in interiorul fluidului pand la o scala minimala de marime

O(Re_3/4).

Aceasta Inseamnd ca pe cubul unitate marimea retelei necesare pentru

-3/4

captarea miscarii acestor stucturi trebuie sa fie egala cu h ~ Re ceea ce duce la

N ~Re>'*noduri pe retea. Daca Re = 10 (cum se intalneste 1n cazurile practice

prezentate mai jos), atunci N ~10"7 | mult prea multe grade de libertate, chiar

pentru calculatoarele din vremurile noastre [15]. Prezentdim mai jos, vezi [15],
cateva numere Reynolds, in cateva fluide turbulente:

pentru curenti de aer in jurul masinilor, viteza caracteristica 3m/s)

5
Re=6-10", )
pentru curenti de aer in jurul avioanelor, viteza caracteristica 3m/s)
Re=2-10,

pentru curenti atmosferici Re = 10%,

O alta problema in simularea numerica a ecuatiilor (1) apare la specificarea
valorilor pe frontiera ale fluidului ce este calculat. Erorile de masurare a valorilor
vitezei fluidului pe frontiera pot conduce la erori mai mari in aproximarea vitezei
fluidului in interior, mai ales in cazul fluidelor al caror caracter turbulent este
determinat de interactiunea cu frontierele (fluide in conducte, fluide ce intalnesc
obstacole) [3].
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De asemenea, teoria matematicd a ecuatiilor (1) contine multe puncte
esentiale neelucidate inca. De pildd, in 3d nu se stie daca solutia slaba a ecuatiilor
(1) este unicd sau nu.

Uitandu-ne la modul in care fumul dintr-o figard se amesteca cu aerul, la apa
unui rau involburat, sau la praful ridicat in aer in conditii de vant puternic ne putem
da seama de caracterul aleator al vitezei unui fluid turbulent, de wunde
imposibilitatea ca In practica el sa fie descris ca o functie neteda de spatiu si timp.
Cu toate acestea este unanim acceptat de catre comunitatea stiintificd din acest
domeniu ca un fluid turbulent are valori medii in functie de spatiu si timp bine
definite, cu caracter determinist, [16], [10]. De aceea apare ca natural faptul ca in
ultimul timp se preferd un calcul numeric al acestuia, asa-numit fluid medie decat a
fluidului insusi, cu atdt mai mult cu cat valorile de pe frontiera, la fel ca si
conditiile initiale sunt si ele mai bine aproximate in medie, evitindu-se astfel
erorile inerente din masuratorile facute.

2. SIMULAREA STRUCTURILOR MARI DINTR-UN FLUID
TURBULENT (LARGE EDDY SIMULATION - LES)

In lumina idelor expuse anterior trebuie gasit un model matematic pentru
media fluidului.

Modelele LES incearcd sia descrie fluidul medie unde aceastd medie este
inteleasa numai ca o medie spatiala a fluidului real.

Derivarea aproape tuturor modelelor LES clasice (ADM, Rational LES,
Smagorinsky, Leray-a) incepe prin aplicarea unui operator de medie (de cele mai
multe ori un operator de convolutie) ecuatiilor (1) si comutarea acestui operator cu
derivatele care apar in (1). In urma aplicirii acestei proceduri se va obtine asa
numita medie a ecuatiilor Navier-Stokes intr-un domeniu marginit

u+V(un' |- vAu+Vp =1+ A;, 3
Vu=0,
unde
As (x)= j g(x=s)[(Vu-pI)n(s)]ds Q)
Fre

este eroarea de comutatie si U este fluidul medie (adicd media vitezei fluidului) ce
urmeaza a fi calculata.

Din punct de vedere matematic, operatorul de medie va elimina structurile
din fluid mai mici decét raza ¢ a fluidului §i va capta numai structurile mai mari
decat pe care dorim sa le calculam.

Se mai pot utiliza si alti operatori de medie insa in esenta ecuatiile ce rezulta
sunt aceleasi.
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Problemele esentiale in LES sunt:
* Care este cel mai bun filtru?

De obicei media Ua vitezei U a fluidului e datd de convolutia u =g s *u,unde g;
este un filtru curaza 6 >0,

( o ]d/ze(;xij

Cge o . d . - g ..
este norma euclidiand a lui XeR" , iar O este o scala aleasa de utilizator

b

95(x)=

unde

2
in functie de capacitatile computationale existente si de rezolutia ce se doreste a fi
obtinuta [6].

O altd metodd de definire a fluidului medie este prin filtrare cu un filtru
diferential, asa cum e descris de Germano in [9]. In domeniul marginit Q dandu-se

o scala ¢ >0 si o functie u(x) ,0 medic ua lui u, poate fi definita ca fiind solutia
problemei cu conditii la limita:
~5’Au+u=u ,InQ

G:u,pe oQ. (5)

Pentru a studia alti filtri folsiti in LES se poate consulta Aldama [3].
Filtri diferiti conduc la probleme diferite in analizarea modelului matematic

pentru u. De pilda, daca este folosit filtrul gaussian, atunci apare problema

specificarii de conditii pe frontiera pentru U, precum si problema modelarii erorii
de comutatie [6].

In cazul modelelor Stolz-Adams (sau ADM, de la aproximate deconvolution
method) prezentate prima oara de Stolz si Adams, [1, 2], aceste probleme au fost
evitate prin folosirea filtrului diferential (5). Proprietatile matematice ale acestor
modele au fost investigate in [13, 5], unde au fost demostrate existenta, unicitatea,
precum si teoreme de regularitate ale solutiei slabe ale acestor modele. S-a

demostrat, deasemenea ca ”G—W” converge catre 0 In conditii minimale de
regularitate a fluidului, adica Vu e L* (0,7, L*(02))

Totusi, in conditiile de regularitate enuntate anterior se poate arita numai ca
Hu ~u

‘ —0.
L (L(<) (6)
Aceasta conduce la intrebarea: cat de bine aproximeaza media produsad de filtrul
diferential media reala a fluidului ce se doreste a fi calculata? Raspunsul este ca cel
putin in citeva cazuri 1-d aceastd aproximare nu este buni. In cele ce urmeaza este
prezentata o noud metoda de filtrare ce produce aproximairi mai bune ale mediei
exacte a unei functii date. Fie filtrul diferential (5). Noul filtru este definit prin

H:=2G-G?ie
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Hu =2u —: )
In cele ce urmeaza vom face o comparatie intre cei doi filtri intr-un caz simplu
1-d.
Alegem u =X(1—X)+0.0lsin(407rx) pe [0,1], deci media exactd a lui U pe
scala > 0.05 este x(1—-x). Vom alege §=0.2,0.15,0.1si apoi vom calcula Gu si
Hu rezolvand de doua ori problema cu conditii la limita (5) cu metoda diferentelor

finite, cu Ax=0.001. Rezultatele sunt prezentate grafic in figura (1) unde se vede
pe acest caz simplu superioritatea calculdrii mediei cu H fata de G.

- 50ild ine = frue average of u 2 solid line = trug average of u
£0ld line = true average of u = - £l
daghed line = Gu‘ = e dashed line = Gu = dashed lins = Gu
dats = Hu I, gals = Hu ) dots = Hu

Figura 1. Media lui u (linia solidd), media Gu (linia intrerupta) si media Hu (puncte) pentru
0 =(de la stnga la dreapta) 0.2, 0.15, 0.1. Pe ultima figurd, linia solida se suprapune
punctelor.

«Cum se modeleazi uu’ fin functie de u? O alta problema ce apare in LES

este aceea a inchiderii ecuatiilor (3) prin modelarea termenului neliniar uu’ in

functie de u. In anumite modele LES (modelul Smagorinsky) aceastd problema
este rezolvatd pe baza unor ipoteze de natura fizici (se adaugd véascozitatea

artificiala modelata numai de G), in altele (modelul Rational LES, [7] si modelele
de deconvolutie Stolz-Adams, [5, 1, 2, 14]) problema inchiderii ecuatiilor (3) a fost

rezolvatad prin gasirea unei aproximari matematice a termenului uu’ in functie de

un termen ce contine numai U .

Modelarea matematica optimala a termenului neliniar uu' ar trebui sa duci la
un model, ce admite o solutie, care este unica si pentru care eroarea de modelare

”G—WH —0cand 6 —» 0, unde W este solutia exactd a modelului LES, iar U este

media fluidului.

In opinia noastra, singurul model LES care are aceste proprietati este modelul
Stolz-Adams analizat in [14, 5], care este derivat cu ajutorul metodei de
deconvolutie aproximativa (ADM), [1, 2]). Se propune utilizarea procedurii de
filtrare prezentata anterior in (7) ca operator de medie si ADM ca metoda de
modelare a termenului neliniar pentru a imbunatatii modelele Stolz-Adams din
punctul de vedere al ratei de convergenta, dupa cum a fost explicat in (6).

Filtrul definit in (7) este aplicat ecuatiilor (1) si se obtin ecuatiile de medie
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Hu, —vA- H (V(uu"))+ VHg = Hf in (0.T)xQ. (8)

Folosind acum ADM pentru a modela fenomenul si inlocuind u in termenul
neliniar de mai sus se obtine

W, — VAW + VH (v(wa )) +VHg = H in (0.T)xQ. ©)

Intr-o publicatie urmatoare autorul intentioneaza sa investigheze proprietatile

matematice ale acestui model, precum existenta, unicitatea, regularitatea solutiei
slabe si estimari riguroase ale erorii de modelare.
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Abstract: This paper presents a new LES technique having a better approximation
accuracy than the Differential Filters Method described in [9]. The present method can be
used jointly with ADM [1, 2] to improve the Stolz-Adams’ methods for turbulent flows.
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